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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas W3ninutos

El alumno debera contestar a una de las dos gximmopuestas A o B. Los ejer-
cicios deben redactarse con claridad y lo mas lddtahente posible. Puedes utilizar
cualquier tipo de calculadora.

PROPUESTA A

1°) a ') Enuncia el teorema de Bolzano.

b ) ¢Se puede aplicar dicho teorema a la fun¢igih= en algun intervalo?

1+ x?

¢ ) Demuestra que la funcion f(x) anteriogfx) = 2x-1 se cortan al menos en un punto.

a)
El teorema de Bolzano se puede enunciar de |gesiguforma:

“Si una funcion f es continua en un intervalo ada [a, b] y en los extremos de
éste toma valores de distinto signo, entoncesesalsinenos un valacO(a, b) tal que

f(c)=0".

b)

La funcién f(x):1 1

oz &S continua en su dominio, que es R, sin embaodge n
X

2

es aplicable el teorema de Bolzano a ninguno denservalos finitos por seql%>o
X

para cualquier valor real de x.

A f(x)= > no le es aplicable el teoremade Bolzanoen ninglnintervalo finito

1+ X




c)

1
1+ x?
necesario que se cumpla que f(x) = g(x).

Para que las funciones(x) = y g(x)=2x-1 se corten en algin punto es

Considerando la funciém(x)= f(x)- g(x), demostrar que las funciones f(x) y

g(x) se cortan en algun punto es lo mismo que dearogue h(x) se anula para algun
valor real de x.

La funcién h(x) = f(x)- g(x) es continua en R por ser la suma algebraica de dc
funciones continuas en R, por lo cual le es aplkcabteorema de Bolzano a cualquier
intervalo finito que consideremos.

1-(2x-1)1+x?) _1-2x-2X° +1+ %% _
1+x° B 1+ x? -

()= f(4- ()= -(@x-1)=

=2+ X -2+ 2
- 14 %2 —h(X).

Considerando, por ejemplo el intervalo [0, 2] licgmdo el teorema de Bolzano:

_—2:2°42°-2.2+2 _-16+4-4+2_-14

h(2
() 1+ 22 1+4 5

<0

Segun el teorema de Bolzano, se puede afirmaladguacion h(x) tiene al menos
un punto de corte con el eje OX en el intenf@lo2) y, como consecuencia:

y d(x)=2x-1 se cortan al menoses un punto

Las funciones f(x) = 1 -
1+x
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29 a ) Representa graficamente las parabbfals= x> -3x -1y g(x)=-x* + x+5.
b ) Calcula el &rea del recinto limitado por amipasicas.

a)
Los puntos de corte de las dos funciones son:
f(x)=g(x) = x*-3x-1=-x*+x+5 ;; 2x*-4x-6=0 ;; xX*-2x-3=0 ;;
s x,=-1 - A[-173)
X:24_r\/4+12:2w_“ 16:21“4:112:> '
2 2 2
X2 =3 -
Para facilitar la representacion
grafica determinamos algunos puntos
de las dos parabolas: f
c(o, -1
D -3
f(x)=x*-3x-1 = (@ -3)
E(3 -1)
F(4, 3)
G(0, 5) 3 2
H 5
g(x)=-x*+x+5 = CR
1(2, 3)
J-2 -1 /
La representacion grafica de la /
situacion esta reflejada en la figura

adjunta.

b)

Para el calculo del area pedida tenemos en caemtdaodas las ordenadas de la
funcién g(x) = -x* + x+5 son iguales o mayores que las correspondientenadds de
la funcion f(x) = x> -3x-1 en el intervald-1, 3) que indica los limites de integracion.

S:i[g(x)— f(x)] - dx:i[(—x2 +x+5)-(x2 -3x-1)] dx:i(—ZX2 +4x+6) - dx=

3 2 8 3 8 23
= =20 x| = - hoex| =[-2 3 12.3246.3]-
3 2 R 3

-1



+2-04Y-r6(—ﬂ}z—18+18+18—(§+2—6
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=18-2+4=22-2
3 3

_64

=S.



kx+y+z=k

39) a ) Clasifica en funcion del paramekd R el sistema de ecuaciongs+ky+z =k

X+y+kz=k

b ) Resuélvelo, si es posible, para k = 1.

a)

=

Las matrices de coeficientes y ampliada son lasesies:

k
k.
k

B X
X B

k k
A=|1 y A=[1
1 1

B X e
X B

El rango de A en funcion del parametro k es alisigte:

k 1 1
|A|=]1 k 1|=k*+1+1-k-k-k=k’-3k+2=0 = Resolviendo por Ruffini:
1 1 k
1 0 -3 2
1 1 1 -2
1 1 -2 0
1 1 2
1 2 0
-2 -2
1 [0}

Las soluciones sork, =1y k, =-2.

1111
Para k=1es A=|1 1 1 1| = Rango A=1.
1111

Para k =1 = RangoA=RangoA'=1<n° incégnitas= Compatiblelndeter minado

(Por ser el niumero de incégnitas 3 y los rangodrados de libertad)

-2 1 1 -2
Parak=-2es A=| 1 -2 1 -2|= RangoA = {C, C,, C,} =
1 1 -2 -2

-2 1 -2
1 -2 -2|=-8-2-2-4-4+2=-18#0 = Rango A'=3.
1 1 -2



Para k=-2 = RangoA=2 ;; RangoA'=3 = Incompatile

b)
X+y+z=1
Para k = 1 el sistema s +y+z=1, equivalente dx+y+z=1, que es Compa-
X+y+z=1
tible Indeterminado y con dos grados de libertagacsolucion es:

X=A
Solucion y = u , OA, uOR
z=1-A-u
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X==A

4°) a ) Estudia la posicion relativa de la receasy=0 , A0R, y el plano de ecua-
z=1+ A

cion n=2x-y+32=6.

b ) Encuentra la ecuacion general de un pfaperpendicular a que contenga arr.

a)
El vector director de la recta @s=(-1, 0, 1).

El vector normal del plano es = (2, -1, 3).

Es evidente que los vectores=(-1, 0, 1) y n =(2, -1, 3) son linealmente in-

-1

dependientes, por serz:— # % ¢%. Tampoco son perpendiculares por ser su producto

escalar distinto de ceroz - n =(-1, 0,1)-(2 -1, 3)=-2-0+3=1%0.

Larectary el Qlan@ son secantes, 0 sea, se cortan en un punto.

b)
Un punto de res A(O, O, 1).

El planor’ tiene como vectores directores al vector norneat,dn =(2, -1, 3) y

al vector director de ry = (-1, 0, 1). Por contener a r puede determinarse por los vectc
res anteriores y un punto cualquiera de r, por gm0, 0, 1):

x y z-1
H(R_V,E)E 2 -1 3 |=0;; -x-3y—(z-1)-2y=0;; -x-5y-z+1=0 ;
-1 O 1

nN'=x+5y+z-1=0
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PROPUESTA B

1°) La velocidad de una particula, medida en m/est§ determinada en funcion del
tiempot = 0, medido en segundos, por la expresih= (t2 + 2t)e‘t. Se pide:

a ) ¢En qué instante de tiempo del intervalo [@e3dlcanza la velocidad maxima?

[im

-

b) Calculat v(t), e interpreta el resultado obtenido.

a)
La velocidad es maxima cuando se anule su derivada

V)= (2t+2)et +(t2+2t) - et - (-1)=(2t +2)e* — (2 +2t) - e =(2-t2)e™ .

v(t)=0 = (2—t2)e‘t =0 2-t2=0;; t?=2 = t,=—J2 ;; t,=+/2.

La soluciéon que cumple la condicion de pertenatitervalo [0, 3] es =+/2.

Para justificar que se trata de un maximo, panakdr encontrado, la segunda
derivada tiene que ser negativa:

vit)=-2t - et +(2-t2). & . (-1)=-2te* - (2-t?) - & = {4 +1t?)e.

vi{V2)=-(a+2) e = _—g <0 = Maximo, como queriamos justificar.
e

En el instante t =+/2 segundosse alcanzala maxima velocidad

b)
lim lim i lim  t*+2t s
e [v(t)]:t o 2 +2t)e‘]:t g :g = Indet = {L'Hopital} =
fim thzzf = Indet. = {L'Hopital} = fim %:E:Q.
t 500 e 0 t - o e 0

La solucion obtenida indica que la velocidad fidella particula es cero, es decir,
que la particula termina parada al final del experito.
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COS X _
1+ serf x
(Nota: Puedes probar el cambio de variable y =3en

2°) Calcula la integral indefinida:= | dx.

= sen
Izj—cosx dx :{ y X

dy
: | =|——=arc tag y+C=
1+ serf x dy:cosx-dx} - j1+y2 9

= arc tag (senx)+C.

|_j COSs X

————  .dx=arctag (senx)+C
1+ serf x g( )
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2 a—-3 .
. Determina los valores de
b+2 C

a, b, ce R de forma que se cumpla que el determinante deataz B sea igual a 8, y
ademas se verifique que A- B=B - A.

. . 21
39 Consideramos las matricés- (0 J y B:(

2 a-3

|B|:‘ =2c-(b+2)a-3)=8;; 2c-ab+3p-2a+6=8 ;;
b+2 ¢

2c-ab+3b-2a=2. *)
A.B= 2 1 2 a-3) (4+b+2 2a-6+c) (6+b 2a-6+cC
o 1) \b+2 ¢ ) (0+b+2 0+c ) (b+2 c

5.oa-[ 2 a3 (2 1) ( 4+0 2+a-3)_( 4 a-1
“lb+2 ¢ 0 1) |2b+4+0 b+2+c) (2b+4 b+c+2

6+b=4
b=-2
b+2=2b+4
= J{2a-6+c=a-1;;, a+tc=5 (1);.
c=b+c+2 ;;
} b=-2

Teniendo en cuenta el valor de b y resolviendastéma formado por las ecua-
ciones (*) y (1):

= c=4;; a=1.

2c—ab+3ph-2a=2| 2c+2a-6-2a=2] 2c=8
a+c=5 a+c=5 a+c=5

Solucién:a=1;b=-2yc=4.

*kkkkkkkkk



4°) Dado el planai=x+2z=4 y el punto P(1, 1, 0), se pide:
a ) Encuentra la ecuacion general del ptanmaralelo ar que pasa por P.

b ) Halla unas ecuaciones paramétricas de la reegendicular a que pasa por P.

a)
El haz de planos paraleloz éiene por ecuacion generak x+z+ D =0.

De los infinitos planos del haz anterior, el plahes el que satisface su ecuacion
al punto P(1, 1, 0):

a=x+z+D=0

}:31+O+D:O;;D:—L
P(L 1 0) B

n=x+z-1=0

b)
La recta r tiene como vector director al vectornmalrdel planar, que es el si-
guiente:v =(1, 0, 1).

La recta r, perpendicularmy que pasa por P, dada por unas ecuaciones pararr
tricas es la siguiente:

x=1+A
r=qy=1 , OAOR
z=A
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